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1 Einfiihrung

In der Praxis kommen immer hiufiger optische Netzwerke zum Einsatz. Die-
se weisen oft eine ringformige Struktur auf. Im Folgenden geben wir eine
Einfiihrung in den Aufbau und die Funktionsweise dieser optischen Ring-
netzwerke.

1.1 Optische Ringnetzwerke
1.1.1 Gerichtete und ungerichtete Ringe

Es gibt gerichiete und ungerichtete Ringe. Bei ungerichteten Ringen existiert
zwischen zwei Knoten nur eine Verbindung, welche in beide Richtungen ge-
nutzt wird. Bei gerichteten Ringen hingegen gibt es zwei parallele Verbin-
dungen zwischen den Knoten, die nur in je einer Richtung betrieben werden
konnen. In dieser Arbeit werden nur ungerichtete Ringe betrachtet.

1.1.2 Requests und Routing

Wird eine Verbindung zwischen zwei Knoten gewiinscht, wird das in Form
einer Anfrage, einem sogenannten Request dargestellt. Da die Daten vom
Sender sowohl im Uhrzeiger- als auch im Gegenuhrzeigersinn an ihr Ziel ge-
langen koénnen, muss der Request geroutet werden. Das heisst es wird ihm
eine Umlaufrichtung zugewiesen. Diesen Prozess nennt man Routing.

1.2 Wavelength Division Multiplexing

Um mehrere Requests gleichzeitig zu verarbeiten, miissen die optischen Ver-
bindungen Informationen parallel iibertragen konnen. Dies wird durch die
Verwendung verschiedener Wellenlidngen erreicht. Dieses Verfahren heisst
Wawvelength Division Multiplexing, kurz WDM. Alle Requests, die ein Verbin-
dungsstiick des Ringes gemeinsam haben, diirfen nicht die gleiche Frequenz
benutzen, da es sonst zu Interferenz kommt.

1.3 Farbungen

Die Frequenzen entsprechen im Folgenden Farben. Das Zuweisen von Fre-
quenzen in einem optischen Ringnetzwerk kann also als Ringfarbungsproblem
verstanden werden. Im allgemeinen gilt es, unter Verwendung moglichst
weniger Farben, den Ring mit einer giltigen Férbung zu versehen. Un-
ter einer giltigen Firbung versteht man eine Farbung, bei der fiir jede
Kante des Ringes jede der dariiberlaufenden Anfragen eine eigene Farbe
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2 1 EINFUHRUNG

besitzt (Abb. 1).

Es gibt zwei Arten von Algorithmen zur Fiarbung eines Ringes:

e Algorithmen, welche ein Routing voraussetzen. In diesem Fall miissen
die Requests vor der Anwendung des Féarbungsalgorithmus mit einem
Routingalgorithmus geroutet werden. Wir bezeichnen diese Algorith-
men im Folgenden als reine Fdrbungsalgorithmen.

e Algorithmen, welche Routing und Farbung gleichzeitig durchfiihren.
In diesem Falle kann man den Féarbungsalgorithmus direkt auf den
ungerouteten Ring anwenden.

Farbe 1
— — — Farbe 2

giiltige Farbung ungiiltige Farbung

Abbildung 1: Giiltige und ungiiltige Farbung

1.4 Aufgabenstellung

In Rahmen dieser Arbeit wurden folgende Aufgaben bearbeitet:

e Implementierung des Path Coloring Algorithmus von Kumar [4]. Die-
ser Algorithmus setzt ein vorgéingiges Routing voraus.

e Implementierung des Path Coloring and Routing Algorithmus von Ku-
mar [5]. Dieser Algorithmus fiihrt Routing und Firbung gleichzeitig
aus.

e Implementierung des Path Coloring Algorithmus von Karapetian [3].
Dieser Algorithmus setzt ebenfalls ein vorgingiges Routing voraus.
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1.5

Eingliederung der Algorithmen in die bestehende Workbench (Sie-
he Kap. 2.3) und Erweiterung derselben fiir die Verwendung von
Farbungsalgorithmen.

Verifizierung der Leistung der Algorithmen durch Experimente mit
zufillig generierten Requests. Bei den reinen Féarbungsalgorithmen in-
teressiert auch die Abhingigkeit des Resultates vom gewihlten Rou-
tingalgorithmus.

Ubersicht iiber die Arbeit

Im Kapitel 2 (Grundlagen) werden die Hilfsmittel und die bestehenden
Programme erliutert, ebenso welche Anderungen nétig waren, um sie
fiir die Farbungsalgorithmen kompatibel zu machen. Weiter enthélt das
Kapitel eine Anleitung zur Implementierung zusatzlicher Algorithmen.

In den Kapiteln 3, 4 und 5 werden die einzelnen Algorithmen und deren
Implementierung beschrieben.

Das Kapitel 6 enthilt Testresultate, welche die Leistungen der verschie-
denen Algorithmen gegeniiberstellen und vergleichen.



2 Grundlagen

2.1 LEDA

LEDA steht fiir Library of Efficient Data types and Algorithms. Wie der
Name sagt, handelt es sich dabei um eine Bibliothek von Datenstrukturen
und Algorithmen. Fiir unsere Algorithmen verwendeten wir die Pakete fiir
lineare Listen, Iterationen und Graphen. Weitere Informationen dazu finden

Sie in den LEDA-Handbiichern [7] [8].

2.2 CPLEX

CPLEX ist ein Programm zur Lésung linearer Optimierungsprobleme [9].
Das Problem muss folgendermassen angegeben werden:

maximize (or minimize) ¢; * &1+ Ca* To + ... + Cy * Ty,
subject to a1 ¥ L1+ A2 ¥ To + ...+ A1y * Ty, ~ b
Qo1 * T1 + Qoo * T + ...+ Aoy * Tp, ~ by

Umi * T1 + Ao * To + ...+ Qn, ¥ Ty, ~ by,
with bounds L <z <wu

I <z <w

<z, <u,

Dabei steht ~ fiir <, > oder = .

Das Problem gliedert sich in folgende drei Teile:

e In der ersten Zeile steht die zu minimierende respektive zu maximie-
rende Funktion.

e Der Teil subject to enthilt Bedingungen, wobei die Variablen links vom
Vergleichsoperator, und die Konstante rechts davon stehen miissen.

e Der Teil with bounds enthilt Grenzen, wobei fiir jede Variable eine
obere und eine untere Grenze definiert werden kann.

Moéchte man ein Problem ohne Funktion, also nur beziiglich der Bedingungen
und Grenzen 16sen, so kann fiir die Funktion eine Eins eingesetzt werden. Das
Problem kann auf zwei Arten iibergeben werden:
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2.3 Workbench 5

e In Form einer Textdatei, welche der CPLEX-Funktion {ibergeben wird.

e Direkt, das heisst die Variablen werden der CPLEX -Funktion als Werte
iibergeben.

2.3 Workbench

Die Workbench ist eine grafische Oberfléiche, in der Ringnetzwerke dargestellt
werden. Es konnen Requests eingezeichnet und anschliessend das Problem
mit einem der implementierten Algorithmen gelost werden. Das Resultat
wird wiederum grafisch dargestellt. Die Workbench wurde im Rahmen von
zwei fritheren Semesterarbeiten [1] [2] erstellt.

2.3.1 Struktur

Die Workbench besteht aus drei Hauptelementen:

e Dem Hauptfenster (Abb.2), in welchem der Ring, wie auch die Requests
und gegebenenfalls ihr Routing, grafisch dargestellt werden.

e Dem Requestpanel (Abb. 3), welches die Requests in aufgelisteter Form
enthilt. Man kann einzelne Requests hervorheben oder nicht anzeigen
lassen. Zudem besteht die Moglichkeit, die Requests manuell zu routen.

e Dem Algorithmpanel (Abb. 3), welches die zur Verfiigung stehenden Al-
gorithmen auflistet. Der ausgewihlte Algorithmus wird beim néchsten
Ausfiihren der Run-Funktion angewendet.

2.3.2 Schnittstelle zur Workbench

Alle in die Workbench implementierten Algorithmen miissen von der abstrak-
ten Klasse RPRAlgorithm abgeleitet sein. Die Funktion int Run(RPRRing*)
dient als Schnittstelle zur Workbench. Sie wird als erstes ausgefiihrt, wenn
der Algorithmus aufgerufen wird. Ihr wird ein Zeiger auf die Ringstruktur
iibergeben, mit dem auf alle Ringparameter und die Requests zugegriffen
werden kann. Details zur Implementierung von Algorithmen in die Work-
bench findet man in [1]. Zusétzliche Hinweise zur Implementierung von
Farbungsalgorithmen stehen in Kapitel 2.3.4.

2.3.3 Anpassungen an die Farbungsalgorithmen

Die Workbench unterstiitzte keine Farben, da sie urspriinglich fiir reine Rou-
tingalgorithmen konzipiert wurde. Dies erforderte einige Modifikationen, wel-
che in den folgenden Abschnitten erldutert werden.



6 2 GRUNDLAGEN

powered by LEDA
nodes: 10 eddes: 14 undo: /0 223,79 217.54

Abbildung 2: Die Workbench

.,
I Algorithm Selection I 1_‘ ‘ﬁ Requests = |—|
Perform Algorithm on the Fly i

Local Requests
Currert Algorithim Wode 1—Node 6 [ show  highlight

:‘\:éoad Node 1 - Node & i oo
Minimum Load (HCR) Node 3 -- Node 4 [Tshow  highlight
Node 3 — Node 4 oW oW
Node 3 --Node 2 [show  highlight
Node 9 — Node 2 o o
Node 8 --Node 7 [Tshow  highlight
Node § — Node 7 o o

Apply | Apply and Exit |

Minimum Cligue Cptimal

Minimum Cligue Appreximate

Path Coloring algerithm (Kumar), Previcus Routing necessary!
Optimal Path Colering Algorithm (kumar), Previous Routing necessary!
Path Colering and Reuting Algorithm

Optimal Path Coloring and Routing Algorithm

G, o

Path Coloring Algorithm (Karapetian), Previous Routing necessary!

Save and Exit

Abbildung 3: Algorithmpanel und Requestpanel

Erweiterung der Datenstrukturen Die Datenstruktur des Requests
musste um eine Variable fiir die Farbe erweitert werden. Dies war notig
um den Requests iiberhaupt eine Farbe zuordnen zu kénnen. Die Farben
werden in Form von positiven Integerwerten gespeichert. -1 bedeutet, dass
der Request ungefirbt ist.

Die Datenstruktur des Ringes musste um eine Boolean-Variable fiir den
Farbungsstatus erweitert werden. Dies war notig, um vor der grafischen
Ausgabe des Ringes entscheiden zu kénnen, ob die Prozedur zum Zeichnen
des gefirbten oder des ungefirbten Ringes zu verwenden ist.



2.3 Workbench 7

Darstellung von Farben Die Workbench war nicht dafiir ausge-
legt, gefarbte Requests anzuzeigen. Deshalb wurde die Funktion
RPRRingViewer: :DrawArcs() so erweitert, dass gefirbte Ringe dargestellt
werden konnen. Beim Aufrufen der Funktion wird der Farbungsstatus des
Ringes abgefragt. Ist der Ring gefirbt, so wird der neue Teil der Funktion
ausgefiihrt, ansonsten der herkommliche. Die gefdrbten Requests werden so
angezeigt, dass sich Requests mit der gleichen Farbe im gleichen Abstand
vom Ring befinden.

Fehlerbehandlungen Es bedurfte einer neuen Fehlerbehandlung fiir den
Fall, dass jemand versucht einen reinen Farbungsalgorithmus auf einem nicht
gerouteten Problem auszufiihren. Sollte dies geschehen, wird der Benutzer
mit einem Dialogfenster darauf aufmerksam gemacht. Das Programm kann
anschliessend normal weiterverwendet werden.

Manuelles Routing Bis anhin war es nur moglich, ein Problem mit einem
der implementierten Routingalgorithmen zu routen. Es ist aber wichtig, reine
Farbungsalgorithmen mit einem ganz bestimmten Routing testen zu kénnen.
Deshalb modifizierten wir das Requestpanel so, dass jeder Request manuell
geroutet werden kann.

2.3.4 Implementierung von Firbungsalgorithmen

Bei Farbungsalgorithmen, welche ein Routing voraussetzen, muss zusétzlich
eine if-Bedingung erweitert werden (siehe unten). Sie wird ausgefiihrt,
wenn der ausgewihlte Algorithmus ein vorgingiges Routing voraussetzt
und {iberpriift, ob das Problem geroutet ist oder nicht. Sonst wiirde
das Programm abstiirzen, wenn der Algorithmus auf einem unvollstindig
gerouteten Problem ausgefiihrt wird.

Zur Implementierung des Algorithmus sind folgende Schritte notig:

e Fiigen Sie Thren Algorithmus in die Liste der Algorithmen ein. Die
Liste befindet sich in der Datei RPRCactusBench.cpp etwa bei Zeile
200.

e Geben Sie in der Datei RPRCactusBench.h die .h-Datei ihres Algorith-
mus an.

e In der Datei RPRRingViewer.cpp, in der Funktion refresh() finden
Sie die Codezeile, wo die Algorithmen ausgefiihrt werden. Unmittel-
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bar davor steht die if-Bedingung. Erweitern Sie diese um eine Oder-
Verkniipfung mit der Nummer ihres Algorithmus.

2.4 Testprogramm

Um die Algorithmen effizient testen zu konnen, erstellten wir ein Testpro-
gramm (CACTest.cpp), mit dem die Algorithmen unabhéngig von der Work-
bench getestet werden konnen. Die Requests konnen zufillig generiert oder
mit Hilfe eines Inputfiles eingelesen werden. Die reinen Farbungsalgorithmen
kénnen mit den Routingalgorithmen Minimum Load oder Minimum Clique
kombiniert werden. Ansonsten werden sie auf einem zufillig gerouteten Pro-
blem ausgefiihrt. Die Resultate konnen in ein Textfile ausgegeben werden.



3 Path Coloring and Routing Algorithmus
(Kumar)

3.1 Einleitung

Dieser Algorithmus routet und férbt ein Problem gleichzeitig und benétigt
damit kein vorgingiges Routing. Das Problem des Routen und Férben in
Ringen ist NP-vollstindig. Es handelt sich hier um einen Approximationsal-
gorithmus, der maximal 1.5 + 1/2e 4 o(1) mal mehr Farben benétigt als die
optimale Férbung. Der Algorithmus verwendet Wahrscheinlichkeitstheorien,
randomisiertes Runden und Path Stripping. Das resultierende Problem wird
als Lineares Programm beschrieben und mit CPLEX gelost [9]. Dies kann
in polynomieller Zeit erreicht werden. Entwickelt wurde dieser Algorithmus
von Vijay Kumar [5] [6].

3.2 Theoretische Grundlagen

Dieser Abschnitt vermittelt einige Grundlagen, die spéter fiir das Versténdnis
des Algorithmus benétigt werden.

Ein conflicting pair von Bogen ist ein Paar von Bégen, in denen jeder
Punkt des Ringes enthalten ist und die sich in mindestens einem Punkt
iiberlappen (siehe Abbildung 4). Ein Paralleles Routing ist eine Sammlung
von Bogen, die keine conflicting pairs enthélt.

Abbildung 4: Requests 7 und s stellen ein conflicting pair von Bogen dar

Seien a und b zwei Requests aus einem parallelen Routing. Dann gibt es
fiir jeden Link e auf dem Ring einen Link f, so dass weder a noch b beide

9



10 3 PATH COLORING AND ROUTING ALGORITHMUS (KUMAR)

f
Abbildung 5: Links e und f, b;: Crossover Request

Links e und f enthalten. Link e nennt man Komplement von Link f. Wenn
man diese beiden Links entfernt, entstehen zwei Hilften des Ringes. Falls
ein Request beide Endpunkte in einer Hélfte hat, wird er so geroutet, dass
er komplett in dieser einen Hélfte liegt.

Ein Request, dessen Endpunkte in verschiedenen Hélften liegen, muss also
immer entweder {iber Link e oder Link f geroutet werden. Solche Requests
werden im folgenden Crossover Request genannt (siehe Abbildung 5).

3.3 Der Algorithmus

Der Funktion int BARAlgorithm: :run(RPRRing* ring) wird ein Zeiger auf
die Ringstruktur iibergeben. Daraus werden die Requests ausgelesen und in
der Liste origReq gespeichert. Zuerst wird nun eine Kopie der Requests-
Liste (requests) angelegt. Alle Operationen, welche die Requests betreffen,
werden auf der Kopie ausgefiihrt und erst nach Ausfilhrung des gesamten
Algorithmus auf die Originalliste {ibertragen.

Die Funktion int BARAlgorithm: :run(RPRRing* ring) enthilt nun fol-
gende Routine, bei der ein Link e fest gewihlt wird und fiir alle méglichen
Links f eine komplette Féarbung berechnet wird:
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for all edges f do
Route if possible
Duplicate crossover requests
write and solve the linear program
if solution is fractional do
recoloring and randomized rounding
color the uncolored arcs with greedy-algorithm

return solution.

Die einzelnen Funktionen werden in den folgenden Abschnitten niher
betrachtet.

Fiir jeden Link f wird eine Farbung berechnet und zwischengespei-
chert. Dabei wird also alles n mal ausgefiihrt und auch der zeitaufwindige
CPLEX-Teil muss n mal aufgerufen werden. Vor Beendigung der Funktion
int BARAlgorithm::run(RPRRing* ring) wird die Losung, welche die we-
nigsten Farben verwendet, auf die Originalliste origreq iibertragen, mittels
der Funktion void BARAlgorithm: :TestIfValid(RPRRing* ring) auf ihre
Giiltigkeit iiberpriift und zuriickgegeben.

3.3.1 Routing

Hier werden die Requests, wenn moglich, so geroutet, dass sie weder Link e
noch Link f enthalten (siehe Kapitel 3.2). Dies wird mit der Funktion void
BARAlgorithm: :RouteIfPossible() gemacht.

Alle noch nicht gerouteten Requests sind Crossover Requests (enthalten
bei jedem moglichen Routing entweder Link e oder Link f). Die Funkti-
on void BARAlgorithm: :RouteOtherReq(RPRRing* ring) dupliziert diese
Requests und routet diese in jeweils einer Richtung.

Die Funktion int BARAlgorithm::getStatus(RPRRequest* Req) gibt
an, ob der Request Req iiber Link e (Returnwert 1), iiber Link f (Returnwert
-1) oder ohne die beiden Links zu iiberqueren (Returnwert 0) geroutet ist.

3.3.2 Formulierung des Linearen Programmes (LP)

Definition der Variablen:

® 1,79, ...,7 sind die [ Crossover Requests. Jeder von diesen kann
entweder als b; (iiber Link e) oder als b; (iiber Link f) geroutet werden.
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® ai,ds, ...,an sind alle m Requests, also mit allen b; und b;.

e z; ist 1 wenn r; als b; und 0 wenn 7; als b; geroutet wird. z; ist auch
die Menge der Farbe 7, die insgesamt verwendet wird.

e y;; sind Variablen, die angeben, welche Menge der Farbe 7 ein Request
a; erhédlt. Die Farbe 0 steht fiir ungeférbt.

e ¢ ist ein Link des Ringes.

Nun wird die Datei CPLEXout erstellt, die ein von CPLEX
lesbares Format besitzt. Dies wird in der Funktion void
BARAlgorithm: :writeCPLEXfile (RPRRing* ring) gemacht.

Die objective function lautet:
e Minimize u + Y, x;

Dabei werden folgende Bedingungen benutzt:

Lot 0 vig = Yik = T Vi falls a; = by,

2. Zé’:o Yij =1—my Vi falls a; = by

3. Zé‘:o Yij =1 fiir alle anderen
4. Yigea; Yij < Tj Vg,Vj >1

5. Yigea; Yio S U Vg

und folgende Grenzen gesetzt:

o z; €[0,1]
* yi; €[0,1]

Die Bedingungen 1 bis 3 bestimmen die maximale Menge Farbe, die auf
einem Request vorkommen darf. Bedingung 4 sagt, dass auf jedem Link
maximal die in x; vorgegebene Menge der Farbe ¢ vorkommen darf. Die Va-
riable u wird nur fiir die Definition der objective function benotigt. Zusétzlich
kommt noch folgende Bedingung hinzu: i ist keine giiltige Farbe fiir b;.



3.3 Der Algorithmus 13

3.3.3 Losen des Linearen Programmes

In der Funktion doublex BARAlgorithm::CPLEX(char* filename,
RPRRing* ring) wird aus der Datei filename das CPLEX LP-Problem
eingelesen und eine CPLEX Umgebung geoffnet. Da CPLEX ein lizenz-
pflichtiges Programm ist, wird eine Fehlermeldung ausgegeben, falls keine
Lizenz zur Verfiigung steht.

Die CPLEX-Funktion int CPXprimopt(env, probptr) lost nun das LP-
Problem und gibt allfillige Fehler zuriick. Danach werden die Lésungen aller
Variablen in einen array (CPLEXsol) gespeichert und mittels der Funkti-
on int BARAlgorithm: :ResultTest(double* CPLEXsol) auf allfillige Un-
regelméssigkeiten getestet.

3.3.4 Recoloring-Techniken

Wenn die Losung des LP-Problems fraktionale Werte ergibt, miissen die-
se speziell behandelt und in eine ganzzahlige Losung umgewandelt werden.
Falls x; = 1 ist, wird ¢ als volle Farbe bezeichnet, bei x; = 0 als unge-
brauchte Farbe. Partielle Farben haben einen x;-Wert zwischen 0 und 1.
Nach Ausfithrung dieser Recoloring Techniken muss die Losung folgenden
zwei Aussagen geniigen:

e Wenn ¢ und j zwei partielle Farben sind, dann ist b; nicht in b; enthal-
ten.

e Fiir jede Farbe i, die gebraucht wird, muss der zugehdrige Request b;
vollkommen ungeféirbt sein.

Dazu wird die Funktion void BARAlgorithm::recoloring(double*
CPLEXsol, RPRRing* ring) aufgerufen. In einem ersten Schritt
wird fiir zwei partielle Farben 4 und j die Hilfsfunktion int
BARAlgorithm: :isContained (RPRRequest* Requestl, RPRRequest*
Request2) ausgefiithrt, die zuriickgibt, ob der Request! in Request2
enthalten ist (siche Abbildung 6). Falls ja, werden folgende Requests
umgefirbt:

e Die Menge der Farbe j, also z;, wird um § = min{xz;,1 — z;} erhoht.
Damit wird entweder z; auf Null oder z; auf 1 gesetzt.

e 1; wird um ¢ verkleinert.

e Da nun nicht mehr die gleiche Menge der Farbe 7 zur Verfiigung steht,
muss auf dem gesamten Kreisbogen von p, zu p; die Menge der benutz-
ten Farbe ¢ um ¢ reduziert werden. Im Verhiltnis zur benutzten Farbe
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Pa

Abbildung 6: Request b; ist in b; enthalten

wird bei jedem Request, der die Farbe ¢ verwendet, ein Teil dieser von
Farbe i zu j getauscht. Damit wurde auch gleich die gebrauchte Menge
der Farbe j auf dem Kreisbogen von ps zu p; um ¢ erhoht. Durch diese
Vorgénge entstehen keinerlei Verletzungen der LP-Bedingungen.

e Nun miissen noch b; und b_J angepasst werden: b_J wird um ¢ verkleinert.
Die verschwindenden Farben kénnen benutzt werden, um b; um 6 zu
erhohen.

Die aktuelle Losung muss so umgewandelt werden, dass sie der 2. Bedingung
geniigt. « sei die totale Menge an Farbe auf dem Request b;. Es werden 2
Félle unterschieden:

e o < x;: Jede Farbe j, die in b} enthalten ist, wird um diese Menge
reduziert.

e « > x;: Die Menge der Farbe i, also z;, wird auf 0 gesetzt

Dies wird solange wiederholt, bis keine Farbe mehr die Bedingungen verletzt.

3.3.5 Randomisiertes Runden und Path Stripping

Als letzten Punkt der Anpassung muss aus der fraktionalen
Losung eine ganzzahlige gefunden werden, die mdglichst nahe
bei der optimalen Lo&sung liegt. Dazu wird die Funktion void
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BARAlgorithm: :RamdomizedRounding(double* CPLEXsol, RPRRingk
ring) bendtigt. Fiir jede Farbe 7 wird eine Zufallszahl random zwischen 0
und 1 bestimmt.

e Ist random grosser als x;, wird die Farbe ¢ nicht verwendet und auf
allen Requests geléscht.

e Andernfalls wird die verwendete Menge der Farbe i auf 1 gesetzt.
Jetzt muss ein Pfad durch den Ring gefunden werden, der mit Far-
be i gefirbt wird. Dazu wird der Endknoten von b; betrachtet und
mit diesem die Funktion node BARAlgorithm::PathStripping(node
end, int i) aufgerufen. Diese liefert einen neuen Knoten end zuriick.
Damit wird die Funktion erneut aufgerufen, solange bis der berechnete
Knoten end gleich dem Anfangsknoten von b; ist.

Die Funktion node BARAlgorithm::PathStripping(node end, int i)
bestimmt alle Requests, die mit Knoten end oder rechts davon beginnen
und Farbe 7 verwenden. Daraus wird proportional zur Menge der Farbe 7
auf jedem Request zufillig einer ausgewéhlt, der dann die Farbe ¢ erhélt
(falls er noch nicht gefirbt ist) und der Endknoten end dieses Requests wird
zuriickgegeben.

3.3.6 Greedy-Coloring

Nachdem die angepasste Losung des LP-Problems auf die Requests
iibertragen wurde, verbleiben meistens einige Requests ungefarbt, welche
mit einem einfachen Greedy-Algorithmus gefirbt werden. Dazu werden
zusitzliche Farben verwendet. Man beginnt also beim Link e, weil dariiber
keine ungefirbten Requests laufen. Es wurden ja alle Crossover Requests
entweder gefdrbt oder in die andere Richtung geroutet. Man durchléduft den
Ring in eine Richtung und gibt jedem ungefiarbten Request die kleinste freie
der zusétzlichen Farben.

3.4 Optimale Losung mittels Integer Problem

Mit ein paar kleinen Anderungen am CPLEX-Inputfile und der
Routine, die das Problem 16st, kann das Farben der Requests
optimal gel6st werden. Dabei miissen bei der Funktion void
BARAlgorithm: :writeCPLEXfile (RPRRing* ring) lediglich die Grenzen so
gedndert werden, dass nur noch bindre Zahlen als Losung vorkommen
kénnen. Diese Losung ist in der Klasse BARopt implementiert.
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Das so entstehende Problem ist dann ein Integer Problem und kann
mit der Funktion CPXmipopt (env, probptr) gelost werden. Dann miissen
die Recoloring-Techniken, Randomisiertes Runden und Path Stripping nicht
mehr ausgefiihrt werden. Weiterhin nétig ist aber das Féarben der verblei-
benden ungefirbten Requests mittels Greedy-Coloring.

3.5 Leistung

Dieser Algorithmus benétigt, wie aus der Arbeit von Vijay Kumar [5] er-
sichtlich ist, mit grosser Wahrscheinlichkeit nicht mehr als OPT(1.5+1/2e+
0(1)) + O(VOPT Inn) Farben. OPT steht hier fiir die Anzahl bendtigter
Farben, wenn man das Problem optimal l6st. Dies ist im Moment der
beste bekannte Algorithmus fiir das Problem Routen und Fiarben in Ring-
Netzwerken.



4 Path Coloring Algorithmus (Kumar)

4.1 Einleitung

Im Gegensatz zum Path Coloring and Routing Algorithmus in Kapitel 3
handelt es sich hier um einen reinen Farbungsalgorithmus. Alle Requests
miissen also vorgéngig geroutet werden. Entwickelt wurde auch dieser Algo-
rithmus von Vijay Kumar [4] [6]. Dieses Problem ist ebenfalls NP-vollstindig
und kann nach gegenwirtigem Wissensstand in polynomieller Zeit nicht op-
timal gelost werden. Bei einer geniigend grossen Anzahl verwendeter Farben
braucht eine Farbung mit diesem Algorithmus hochstens 1 + 1/e mal mehr
Farben als die optimale Losung.

Zusétzlich zu den schon in Kapitel 3 verwendeten Techniken wird neu das
Multicommodity Flow Problem zur Losung verwendet.

Aufgrund der Ahnlichkeit zum in Kapitel 3 vorgestellten Algorithmus
werden einzelne Vorginge nur noch kurz beschrieben.

4.2 Theorie

Um den Algorithmus zu beschreiben, werden einige theoretische Grundlagen
bendtigt.

Als Last bezeichnet man die Anzahl Requests, die iiber einem einzelnen
Link des Ringes vorhanden sind. Mit MazLoad ist die maximale Last auf
einem Link bezeichnet. Wenn nun ein Set von Requests mit MaxLoad L
gegeben ist, kann man auf jedem Link, der von weniger als L Requests ver-
wendet wird, Einheitsrequests von der Form (Startknoten: node, Endknoten:
node+1) hinzufiigen, bis auch dieser Link die Last L besitzt. So bekommt
man einen Ring mit einheitlicher Last L. Die Anzahl der benétigten Farben,
um den Ring zu firben, wird dadurch nicht verdndert.

Wird der Ring an einem Knoten P, zerschnitten und alle Requests, die
iiber diesen Knoten laufen, zu zwei neuen Requests der Form (start, Py) und
(Py, end) zerlegt, wird aus dem Ring eine Kette, die sich konfliktfrei mit
MazLoad Farben firben lasst. Da dies aber fiir den Ring nicht zutrifft, wird
fiir das neue Set von Requests das Multicommodity Flow Model erstellt (siehe
Abbildung 7).

Jetzt wird jeweils die Farbe i bei s; ins Netzwerk eingespeist und
durchlduft dieses von s; zu t;. Dabei kann jeweils am Endknoten eines Re-
quests auf einen anderen gewechselt werden, der bei diesem Knoten beginnt.
Falls es keine giiltige Losung mit diesen Vorgaben gibt, muss das Modell um
eine Ebene erweitert werden, was mittels Einfiigen von Einheits-Requests
geschieht. Dadurch steht eine zusitzliche Farbe zur Verfiigung. Dies wird

17
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Abbildung 7: Multicommodity Flow Model

solange wiederholt, bis eine giiltige Farbung entsteht.

Kumars Idee ist es, im Multicommodity Flow Model auch fraktionale
Werte fiir die Menge der Farben (zwischen 0 und 1) zuzulassen, damit man
das Problem mit linearer Programmierung in polynomieller Zeit 16sen kann.
Die so erhaltene Féarbung ist dann aber nicht mehr optimal und es wird
meistens einige Requests geben, die keine Farbe zugewiesen erhalten. Diese
werden mit einem einfachen Greedy-Algorithmus mit zuséitzlichen Farben
gefiarbt.

4.3 Der Algorithmus

Zuerst wird wieder eine Kopie der Requests-Liste erstellt (wie in 3.3). Um
einfacheren Zugriff auf die Requests zu haben, werden diese zu Beginn alle
im Uhrzeigersinn geroutet.

Vorbereitungen
while (true)
write and solve the linear program
if solution is valid break
add a new color
if solution is fractional do
randomized rounding
color the uncolored arcs with greedy-algorithm

return solution.

In den folgenden Kapiteln werden die einzelnen Schritte nidher beschrie-
ben.
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4.3.1 Vorbereitungen

Um zu wissen, wieviele Farben mindestens gebraucht werden, muss die ma-
ximale Last MazLoad auf einem Link des Ringes bestimmt werden (int
CACAlgorithm: :FindMaxLoad()).

Wie in Kapitel 4.2 erkldrt, wird ein Schnittknoten CutNode bestimmt,
und zwar dort, wo die Last minimal ist, damit auch die Anzahl der zuséatzlich
zu verwendenden Farben minimiert wird.

Die Funktion void CACAlgorithm::Cut(node CutNode, RPRRing*
ring) fiihrt folgende Aktionen aus:

e alle Requests (StartNode, EndNode) bestimmen, die iiber CutNode ge-
routet sind,

e diese durch die Requests (StartNode, CutNode) und (CutNode, End-
Node) ersetzen,

e jeweils den zwei zusammengehdrenden Requests die gleiche Farbe zu-
ordnen, beginnend mit Farbe 0.

Nun wird CutNode von keinem Request mehr iiberquert. Die Requests,
die zerschnitten wurden, haben die gleiche Farbe und konnen am Ende wieder
zusammengesetzt werden. Als letzter vorbereitender Schritt wird der Ring
mit Einheits-Requests von der Form (Node, Node+1) erginzt, so dass iiberall
auf dem Ring die gleiche Last MazLoad vorhanden ist.

4.3.2 Formulierung des Linearen Programmes (LP)

Definition der Variablen:
e z;; ist die Menge von Farbe j auf Request 7.
e Es werden [ verschiedene Farben verwendet.

e s bezeichnet den Startknoten und e den Endknoten eines Requests R.

Die objective function wird auf 1 gesetzt, weil in diesem Fall keine Funk-
tion minimiert wird, sondern nur eine Losung gefunden werden muss, die den
folgenden Bedingungen geniigt:

e Die totale Menge an Farbe auf jedem Request muss 1 sein.

l
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e Bei jedem Knoten muss die Menge Farbe, die auf dort endenden Re-
quests frei wird, auf jene Requests verteilt werden, die dort beginnen.

Vj,VnodeN : 3 yg.e=n TRj = 2vR:s=N TR,j

o Alle Requests, die bei CutNode beginnen, bekommen eine unterschied-
liche Farbe.

Folgende Grenzen werden gesetzt:

o z;; €[0,1]

4.3.3 Lo6sen des Linearen Programmes

Das beschriebene lineare Programm wird exakt auf die gleiche Weise geldst
wie in Kapitel 3.3.3 beschrieben.

Der Unterschied ist aber, dass das aktuelle Problem nicht immer
losbar ist, darum wird zuerst ermittelt, ob es eine giiltige Losung
gibt. Wenn ja, wird diese berechnet und die while-Schlaufe in int
CACAlgorithm: :run(RPRRing* ring) verlassen. Gibt es keine Losung, wird
ein Satz von n Einheits-Requests hinzugefiigt, was zur Folge hat, dass nun
eine Farbe mehr zum Losen des Problems zur Verfiigung steht. Jetzt wird
erneut das LP-Problem formuliert und gelst. Dieser Vorgang wird solange
wiederholt, bis eine giiltige Farbung gefunden wird.

4.3.4 Randomisiertes Runden

Falls CPLEX eine Losung mit fraktionalen Werten liefert, miissen diese durch
Randomisiertes Runden in ganzzahlige umgewandelt werden.

Dabei wird, dhnlich wie in Kapitel 3.3.5, fiir jede Farbe ein Pfad, der den
ganzen Ring beinhaltet, gewdhlt und allen Requests auf diesem, die noch
nicht gefdrbt sind, die jeweilige Farbe zugeteilt. Fiir die Auswahl des Pfades
werden Zufallszahlen verwendet, so dass jeder Request, der als Fortsetztung
in Frage kommt, im Verhéltnis zu seinem fraktionalen Wert z; ; der CPLEX-
Losung beriicksichtigt wird.

4.3.5 Greedy Coloring

Da die Auswahl der Requests auf Zufallszahlen basiert, bleiben meist einige
der Requests ungefirbt. Diese werden mit einem Greedy-Algorithmus, der
in Kapitel 3.3.6 beschrieben ist, gefirbt. Als Startknoten, iiber den keine
ungefirbten Requests laufen diirfen, wird der Knoten CutNode verwendet.
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4.4 Optimale Losung mittels Integer Problem

Analog zu Kapitel 3.4 kann auch dieses Problem optimal gelost werden. Die
CPLEX-Losung besteht dann nur noch aus ganzzahligen Werten, und damit
werden alle Requests mit der optimalen Anzahl Farben gefirbt. Randomi-
siertes Runden und Greedy-Coloring miissen nicht mehr ausgefiihrt werden.

4.5 Leistung

Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 2/n braucht dieser Algo-
rithmus nicht mehr als OPT +d/e+2+v/dInn Farben, wobei OPT die Anzahl
Farben bei der optimalen Losung, n die Anzahl Knoten und d die maximale
Last bedeutet.
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5 Fiarbungsalgorithmus von Karapetian

5.1 Ubersicht

Der Karapetian-Algorithmus ist ein reiner Farbungsalgorithmus und setzt ein
vorgingiges Routing voraus. Wir implementierten den ganzen Algorithmus
als Class Karapetian. Die Schnittstelle zur Workbench bildet die Funktion
int run(RPRRing#). Sie wird als erste ausgefiihrt, wenn der Algorithmus
gestartet wird. In ihr ist der Grobablauf des Algorithmus gegeben. Des-
halb werden die meisten Unterfunktionen aus der Run-Funktion aufgerufen.
Details zur Implementierung von Algorithmen in die Workbench finden Sie
in [1]. Der Algorithmus ist in vier zeitlich getrennte Phasen gegliedert. Im
Folgenden werden wir die vier Phasen erldutern, und jeweils auf deren Im-
plementierung eingehen.

5.2 Initialisierung

Vor dem Ausfiihren des eigentlichen Algorithmus sind einige Initialisierungen
notwendig. Die Requests miissen zwingend alle im Uhrzeigersinn geroutet
sein, ansonsten funktioniert der Algorithmus nicht. Das Routing eines Re-
quests kann umgekehrt werden, wenn man den Startknoten und den Endkno-
ten vertauscht. Die Funktion void SetAllClockwise() setzt die Routings
aller Requests auf 1 (Uhrzeigersinn).

5.3 Bestimmung der maximalen Last

Auf dem Ring gibt es eine oder mehrere Kanten mit maximaler Last. Das
heisst iiber diese Kanten laufen am meisten Requests. Gibt es mehrere solche
Kanten, wird eine davon zufillig ausgew#hlt. Dies sei Kante A mit Last G.
Die Funktion void FindMaxLoadNode(RPRRing*) bestimmt Kante A und
speichert ihre Position sowie die Last.

5.4 Farbung im Uhrzeigersinn

Requests, welche die Kante A nicht enthalten, heissen Crossrequests. In
dieser Phase werden keine Crossrequests gefirbt. Der Ring wird G//2 mal
im Uhrzeigersinn umlaufen. Ist G ungerade, so wird abgerundet. Fiir jeden
Umlauf wird eine neue Farbe verwendet, beginnend bei Farbe 0. Wihrend
des Umlaufs werden bei jedem Knoten die Requests betrachtet, die dort ihren
Startpunkt haben, noch nicht gefiirbt sind und keine Crossrequests sind. Von
diesen Requests wird einer zufillig ausgew#hlt und gefirbt. Danach wird der
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Umlauf beim Endknoten des soeben gefirbten Requests fortgesetzt. Diese
Phase ist in der Funktion void cwColoring() implementiert.

5.5 Farbung im Gegenuhrzeigersinn

In dieser Phase werden die restlichen Requests gefirbt. Der Ring wird dies-
mal im Gegenuhrzeigersinn umlaufen, und zwar G Mal. Wiederum wird
fiir jeden Umlauf eine neue Farbe verwendet. Jeder Umlauf beginnt mit der
Farbung eines Requests, der Kante A enthilt. Und zwar mit demjenigen, der
seinen Endpunkt am weitesten von A entfernt hat. Danach wird analog vor-
gegangen wie bei der Farbung im Uhrzeigersinn. Diesmal werden bei jedem
Knoten die Requests betrachtet, die dort ihren Endpunkt haben, noch nicht
gefirbt sind und den Crossrequest nicht iiberlappen. Wiederum wird von
allen Requests, welche diese Kriterien erfiillen, zufillig einer ausgewihlt und
gefirbt. Danach wird der Umlauf beim Startknoten des soeben gefirbten
Requests fortgesetzt. Diese Phase ist in der Funktion void ccwColoring
implementiert.

5.6 Wiederholung der Prozedur

Méglicherweise reichen 3G//2 Umléufe nicht aus, um das Problem vollstindig
zu farben. In diesem Falle wird dem Ring ein Satz von Elementaren Re-
quests angefiigt, welche lediglich iiber eine Kante laufen. Die maximale Last
G erhoht sich dadurch um 1. Dann werden die Schritte zwei bis vier wieder-
holt, bis das Problem vollstindig gefirbt werden konnte. Die Funktion bool
ColorCheck () iiberpriift, ob das Problem vollstindig gefdrbt ist. Die Funkti-
on void addRequests() fiigt dem Ring einen Satz Elementar-Requests hin-
zu, welche durch die Funktion void removeRequests() am Schluss wieder
entfernt werden.
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6 Tests

6.1 Durchfiihrung

Im Folgenden geht es darum, die Leistungsfahigkeit der Algorithmen zu ver-
gleichen. Als Vergleichsgrosse dient dabei die Anzahl bendtigter Farben, um
eine bestimmte Anzahl Requests zu farben. Die Resultate sind von der An-
zahl Knoten n des Ringes unabhéingig, da wir die Tests mit zufillig generier-
ten Requests durchfiihren. Diese weisen im Mittel die Linge n/2 auf. Wire
die mittlere Linge der Requests konstant, so diirfte man bei einer Erh6hung
der Knotenzahl n eine Verminderung der Anzahl benotigter Farben erwar-
ten. Jeder Wert in den Graphen ist ein Mittelwert von 10 durchgefiihrten
Versuchen. Wir vergleichen folgende Algorithmen:

e Die drei reinen Farbungsalgorithmen mit zufillig gerouteten Requests.
Siehe auch Kapitel 4 und 5.

e Den Path Coloring Algorithmus von Kumar [4] mit MinLoad [1] oder
MinClique [2] als vorgéngige Routingalgorithmen, sowie den Path Co-
loring and Routing Algorithmus [5].

Zudem vergleichen wir die Laufzeiten der Algorithmen von Kumar und Ka-
rapetian.

80 ‘ | | |
Path Coloring Karapetian ——
Path Coloring Kumar -

nor Optimal Path Coloring Kumar %" 1

Number of Colors

O Il Il Il Il Il Il Il
10 20 30 40 50 60 70 80 90
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Abbildung 8: Féarbungsalgorithmen mit zufilligem Routing
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Abbildung 10: Laufzeiten der Farbungsalgorithmen
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6.2

6 TESTS

Schlussfolgerungen

Der Algorithmus von Karapetian ist im Vergleich der schlechteste in
Bezug auf die Anzahl benétigter Farben. Allerdings bleibt die Lauf-
zeit mit zunehmender Anzahl Requests beinahe konstant bei etwa 0.1
Sekunden.

Der optimale Path Coloring Algorithmus von Kumar benétigt leicht
weniger Farben um das selbe Problem zu 16sen als die normale Version,
hat allerdings eine etwas grossere Laufzeit. Die Laufzeitdifferenz nimmt
mit zunehmender Anzahl Requests zu, so dass fiir eine kleine Anzahl
von Requests die optimale Version verwendet werden kann.

Der Path Coloring and Routing Algorithmus weist in etwa die gleiche
Leistung auf wie der Path Coloring Algorithmus von Kumar zusammen
mit den reinen Routing Algorithmen MinLoad und MinClique.

Die Laufzeit des optimalen Path Coloring and Routing Algorithmus
steigt mit zunehmender Anzahl Requests so stark an, dass er bereits
bei 30 Requests nicht mehr innert niitzlicher Frist terminiert und somit
nur auf kleine Probleme angewendet werden kann.

Die beste Leistung wire also zu erwarten, wenn man den MinClique
Routing Algorithmus zusammen mit dem optimalen Path Coloring Al-
gorithmus von Kumar verwendet.
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7 Ausblick

Alle bis heute bekannten Algorithmen fiir Ringfirbungen sind nun in
der Workbench implementiert. Nach wie vor offen bleibt aber die Im-
plementierung und Betrachtung der drei Algorithmen fiir gerichtete Rin-
ge. Weiter kénnte man untersuchen, ob sich die Leistung der reinen
Farbungsalgorithmen in Kombination mit anderen Routingalgorithmen ver-
bessert.
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7 AUSBLICK
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